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Большинство материалов,  проходящих обработку в  производственных процессах хи-
мической технологии, с  точки зрения принципов геометрии могут быть сведены к 
традиционным телам канонической формы: пластина, цилиндр,  шар. В процессах 
термической обработки твёрдых материалов (тепловлажностная обработка, 
сушка, обжиг) потенциалы переноса (температура, массосодержание) существенно 
меняются во времени процесса.  Для решения краевых задач тепло -  и массо -(влаго -) 
проводности в подобных случаях ранее были предложены «зональный» метод и метод 
«микропроцессов». Возможности метода «микропроцессов», применительно к моде-
лированию краевых задач т епломассопереноса для тел канонической формы при гра-
ничных условиях первого рода (условиях Дирихле),  были показаны в предыдущих ра-
ботах авторов.  В настоящей работе приводится изложение иллюстрации примене-
ния метода «микропроцессов» для решения краевых зада ч тепло -  и влагопроводности 
при более общих граничных условиях,  условиях III  рода (Римана-Ньютона).  Большая 
универсальность этих условий заключается в  том, что в зависимости от значений 
числа Био (Bi) они преобразуются в  условие первого рода (Bi стремится к нулю) или 
второго (Bi стремится к бесконечности).  Показано,  что для моделирования процес-
сов тепломассопереноса в  системах с  твёрдой фазой на основе метода «микропроцес-
сов» перспективным является поиск решений в области малых значений чисел Фурье 
(Fo < 0,1).  Приведены решения соответствующих краевых задач и  показаны примеры 
результатов их численной реализации.  

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  термическая обработка, тепломассоперенос,  пластина, цилиндр, 
сфера,  «зональный» метод,  метод «микропроцессов»,  малые значения числа Фурье  
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Most of  the  materials  undergoing processing in the production processes  of  chemical  tech-
nology,  from the point of  view of  the  principles  of  geometry,  can be  reduced to  traditi onal 
bodies  of  canonical  shape:  a plate, a cylinder,  a ball.  In the processes  of  heat treatment of 
solid materials  (heat-moisture treatment, drying,  firing), the transfer potentials  (temper-
ature,  mass  content)  change significantly  over the time of  the  proc ess.  To solve  boundary 
value problems of  heat and mass  (moisture) conductivity  in such cases,  the  "zonal" method 
and the "microprocess" method were previously proposed.  The possibilities  of  the  "micro-
processes" method applied to  modeling boundary value pro blems of  heat and mass  transfer 
for bodies  of  canonical  shape under boundary conditions of  the  first  kind (Dirichlet  condi-
tions) were shown in the previous works  of  the  authors.  This  paper presents  an i l lustration 
of  the  application of  the  "microprocess" m ethod for solving boundary value problems of  heat 
and moisture conductivity  under more general  boundary conditions,  conditions of  the  third 
kind (Rie-mann-Newton).  The great universality  of  these  conditions l ies  in the fact  that, 
depending on the values  of  the  Biot number (Bi),  they transform into a condition of  the 
first  kind (Bi tends to  zero) or the second (Bi tends to  infinity).  I t  is  shown that the search 
for solutions in the region of  small  values of Fourier numbers (Fo <0.1) is  promising for 
modeling the processes  of  heat and mass  transfer in systems with a solid  phase  based on the 
method of  "micro -processes".  Solutions of  the  corresponding boundary value problems are 
given and examples  of  the  results  of  their  numerical  implementation are  shown.  

K e y  w o r d s :  heat t reatment,  heat and mass transfer,  p late ,  cylinder,  sphere, "zonal" method, 

"micro-processes" method, low Fourier numbers  
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ВВЕДЕНИЕ 

В [1] рассмотрены случаи синтеза математических моде-
лей процессов тепло- и массопереноса в телах канонической 
формы (пластина, цилиндр, сфера). Проблема рассмотрена 
для задач теплопроводности и диффузии в твердых телах. 
При этом для упрощения выкладок (преобразований) рас-
смотрены задачи с граничными условиями первого рода, 
называемые также условиями Дирихле [2]. Решение краевых 
задач тепло- и влагопроводности при общих граничных 
условиях III рода (Римана-Ньютона) обладает своей универ-
сальностью, так как в зависимости от значений числа Био 
(Bi), они преобразуются в условие первого рода (Bi стре-
мится к нулю) или второго рода (Bi стремится к бесконеч-
ности). 

При этом задается закон изменения потенциала переноса 
(теплоты и массы) на границе твердого тела с окружающей 
средой. 

В [1] также приведены выражения для расчета полей тем-
ператур в зависимости от теплофизических параметров, а 
также полей потенциалов массопереноса. 

В фундаментальной монографии академика А.В. Лыкова и 
профессора Ю.А. Михайлова [3] приведены решения многих 
задач теплопроводности и диффузии для тел различной 
конфигурации, включая и тела канонической формы. При 
этом можно отметить два принципиальных момента. 
Первый – решения, полученные в форме рядов Фурье, харак-
терны для задач с неравномерными начальными распределе-
ниями потенциалов переноса теплоты и массы вещества. В 
случае равномерных начальных распределений из получен-
ных решений легко получаются частные случаи для равно-
мерных начальных условий. При этом решений для малых 
значений чисел Фурье (Fo, Fom<0,1) не приводится. 

Вместе с тем, как уже не раз отмечалось в специальной 
литературе [4], решения в форме рядов Фурье обладают од-
ной «неприятной» особенностью: с уменьшением времени 
процесса уменьшаются и числовые значения критериев 
Фурье, характеризующих подобие нестационарных процес-
сов тепло- и массопереноса (Fon, Fom). Это, в свою очередь, 
приводит к увеличению числа членов бесконечного ряда и 
нарастанию ошибки вычислений. Принципиальное значение 
эти факторы приобретают при реализации методов рас-
чета с использованием «зонального» метода [5] и метода 
«микропроцессов» [4]. 

В [1] изложена методология получения решений задач 
тепло- и массопереноса при неравномерных начальных рас-
пределениях потенциалов переноса. Целью настоящей ра-
боты является изложение принципов получения решений 
краевых задач для более общих граничных условий – условий 
третьего рода, или условий Ньютона [2]. 

Обратим внимание на тот факт, что граничные условия 
являются общими для задач теплопроводности и диффузии. 
При Bi→0 они переходят в условия второго рода (условие Ней-
мана), а при Bi→∞ переходят в условия первого рода (условие 
Дирихле). 

 

 

МЕТОДИКА ТЕОРЕТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА  
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θ(𝑅,𝜏)

𝑥
,                                                   

 
(4) 

где Г = 0 для задач тепло-(массо-)переноса для неограничен-
ной пластины; Г = 1 для задач тепло-(массо-)переноса для 
неограниченного цилиндра; Г = 2 для задач тепло-(массо-)пе-
реноса для сферы. 

Введём в рассмотрение безразмерные величины 

θ(�̅�, 𝐹𝑜) =
θ𝑐−θ(𝑥,τ)

θ𝑐−θ0
; 𝐹𝑜 =

𝑎τ

𝑅2
; 𝐵𝑖 =

α𝑅

λ
; �̅� =

𝑥

𝑅
 , (5) 

где α – коэффициент теплоотдачи, Вт

м2∙K
. 

Соответственно, для задач массопереноса по аналогии 
можно записать 

θ𝑚(�̅�, 𝐹𝑜𝑚) =
θ0,𝑚−θ𝑚(𝑥,τ)

θ0,𝑚−θ𝑐,𝑚
; 𝐹𝑜𝑚 =

𝑘τ

𝑅2
; 𝐵𝑖𝑚 =

β𝑅

𝑘
 , (6) 

где β - коэффициент массоотдачи, м/с; k – коэффициент 
массопроводности, м2/с. 

В принятых безразмерных переменных краевая задача 
теплопереноса примет следующий вид (Г=0): 

( ) ( )2, ,
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2
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( )
( )

1,
1, .
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x
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
 (10) 

Существует много методов решения краевой задачи, опи-
санной системой уравнений (7)–(10), одним из наиболее пер-
спективных является интегральное преобразование 
Лапласа [6] по временной переменной Fo [4], тогда можно за-
писать 

( )
( ) ( )

2 ,
, 0;02

d x s
s x s x

dx


−  + =                          (11) 

( )0,
0;

d s

dx


=  (12) 

( )
( )

1,
1, .

d s
Bi s

dx


= −   (13) 

Уравнение (11) является линейным неоднородным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка [7]. 

Решая его с использованием граничных условий (12), (13) и 
опуская несложные, но громоздкие преобразования, запишем 
решение в области комплексных переменных: 
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(14) 

где   – переменная, изменяющаяся от 0 до х.  

Возвращение из области изображений в область оригина-
лов производится по формуле обратного преобразования [7]: 

θ(𝑥,̅ 𝐹𝑜) = 𝐿−1[θ(�̅�, 𝑠)] = 

= 𝐿−1 [
φ(𝑠)

ψ′(𝑠)
] |𝑠→0 +∑

φ𝑛(𝑠)

ψ′
𝑛
(𝑠)

exp⁡(𝑠𝑛𝐹𝑜)

∞

𝑛=1

. 
(15) 

Здесь φ(𝑠) и ψ′(𝑠) - соответственно функции, находящи-
еся в числителе и знаменателе (14). 

Обратим внимание на тот факт, что граничное условие 
(13) является общим для задач теплопроводности и диффу-
зии. При Bi→0 оно переходит в условие второго рода (условие 
Неймана), а при Bi→∞ переходит в условие первого рода 
(условие Дирихле). 

В результате математических преобразований в соот-
ветствии с формулой (15), оно принимает следующий окон-
чательный вид: 

𝜃(�̄�, 𝐹𝑜) = 

= 2∑
𝜇𝑛 𝑒𝑥𝑝(−𝜇𝑛

2𝐹𝑜)
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∞

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑛�̄�)∫ 𝑇0(𝜉) 𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑛𝜉)𝑑𝜉
1

0

 
(16) 

В полученном выражении величина μ𝑛 определяет множе-
ство корней характеристического уравнения: 

ctgμ𝑛 =
μ𝑛
𝐵𝑖

 (17) 

Аналогичным образом для краевой задачи массопереноса 
будут справедливы выражения: 
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( )
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12exp
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(18) 

ctgμ𝑚 =
μ𝑚
𝐵𝑖

 (19) 

Основываясь на принципах изложенной методологии ре-
шения краевых задач тепломассопереноса, приведем записи 
постановки и решения задач для цилиндра и сферы. 

Постановка задачи тепло-(массо-)переноса для неограни-
ченного цилиндра (Г = 1): 
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В области комплексных переменных эта задача будет 
иметь следующий вид: 
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(26) 

 
И вновь, опуская громоздкие преобразования, приведем ре-

шения задачи (24)-(26) в области изображений: 
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s

 
 

 =      +     − 
  

 

 
  

−     −     
  

 

 

 

                         

(27) 

Здесь 𝐼0(√𝑠), 𝐼0(√𝑠�̅�) – функции Бесселя первого рода от чи-
сто мнимого аргумента нулевого порядка (модифицирован-
ная функция Бесселя первого рода нулевого порядка); 
𝐾0(√𝑠),𝐾0(√𝑠�̅�) – функции Бесселя второго рода нулевого 

порядка от чисто мнимого аргумента [8]. 
Применяя к полученному выражению вновь процедуру об-

ратного преобразования Лапласа в соответствии с (15), по-
лучим решение в форме 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 0 2, 2 exp
0 1

1

1

.0 0

0

J r Y BiYn n n n n
r Fo Fon

J BiJn n n
n

J dn


     +   = − − 

  + 
=

     





                         

(28) 

Здесь 𝐽0(μ𝑛), 𝐽0(μ𝑛�̅�), 𝐽1(μ𝑛), 𝑌0(μ𝑛), 𝑌1(μ𝑛)⁡- обычные функ-
ции Бесселя, определенные в специальной литературе, 
например [9]. 

И вновь отметим, что аналогичным будет и решение за-
дачи массопереноса. При этом у величин μ,𝐵𝑖, 𝐹𝑜 нижним 
индексом становится величина «m». 

 

 

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА ДЛЯ 

СФЕРЫ 

Для тела сферической формы (Г=2) запишем: 

( ) ( ) ( )2, , ,2
; 0; 0 1;

2

r Fo r Fo r Fo
Fo r

Fo r rr

   
= +    

 

                         
(29) 

θ(�̅�, 𝐹𝑜)|𝐹𝑜=0 = θ0(�̅�); (30) 
( )

( )
0,

0; 0, ;
Fo

Fo
r


=   



                         (31) 

( )
( )

1,
1, .

Fo
Bi Fo

r


= − 



 (32) 

Отметим, что для граничного условия в центре шара по-
явилось дополнение, что значение температуры в центре не 
может иметь бесконечной величины. 

Производим замену переменной по правилу 

( ) ( ), , .U r Fo r r Fo=   (33) 
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В результате получается выражение вида 

( ) ( )2, ,
.

2

U r Fo U r Fo

Fo r

 
=

 

 
(34) 

В дальнейшем, выполняя преобразования по процедуре по-
лучения решения для неограниченной пластины, получаем 
решение в области изображений по Лапласу: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

, 10
1

0

1
1

1 1 .0 0

0 0

sh sr
r s s ch s d

r s Bi sh s s ch s

r

Bi sh s d sh s r d
r s




 =   −  +
 − +   






+ −   −  −   − 





 

 

(35) 

Окончательное решение краевой задачи в области ориги-
налов имеет следующий вид: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 cos sin sin2
,

cos sin
1

1

2sin exp .0

0

Bi rn n n n
r Fo

r Bi n n n
n

d Fon n


−  −      = − 

  − 
=

      −





 

(36) 

Характеристическое уравнение для поиска множества 
корней в данном случае:  

tgμ𝑛 = −
μ𝑛

𝐵𝑖 − 1
. (37) 

И вновь отметим, что решение для задачи массопереноса 
(диффузии в твердом теле) будет иметь аналогичный вид 
при использовании обозначений  

θ𝑚(�̅�, 𝐹𝑜𝑚); 𝐵𝑖𝑚 , μ𝑚. (38) 

РЕШЕНИЕ ДЛЯ ОБЛАСТИ МАЛЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ЧИСЛА ФУРЬЕ 

Для того чтобы получить решение краевых задач тепло- 
и массопереноса для области малых значений чисел Фурье, 
необходимо использовать следующие свойства гиперболиче-
ских функций [10]: 

1 1

2 2

s s sch s e e e
 −= +  
 

                         
(39) 

1 1

2 2

s s ssh s e e e
 −= −  
 

 (40) 

1

2

sx sxch sx e e
 −= + 
 

 
(41) 

1

2

sx sxsh sx e e
 −= − 
 

 (42) 

В результате выражения (14), (27) и (35) преобразуются к 
следующему виду: 

- пластина: 

           

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1
1

, 0 0
2

0

1 1

0 0
2

0 0

2 2
;

x

s x s x
x s e d e d

s
x

Bi ss x se d e d
s Bi s

s x s x
e e


 − −

 =    +    +




 −− + +    −   

+


 − − +
 + 
 

 

 

 

(43) 

- цилиндр: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
, 1 0 0 0

0

1

0 0 0 0 0 0 0

0

r

r s sI s K sr I s d
s

r

I sr K s d BiI s K sr I s d

r

 
 

 =     + 
  

 

 
 

+     +     + 
 
 



 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0 1 0 0 0

0

I sr K s d sK s I sr I s d

r




+     +     −



 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

;0 0 0 0

0

BiK s I sr I s d




−     





 

(44) 

- сфера: 

           

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

, 0 0
2

0

1
1

0
2 1

0

1 1

2 2
.0 0

0 0

r

s r s r
r s e d e d

r s

r

Bi ss r
e d

r s Bi s

s r s r
e d e d


 − − − −

 =   +    −




− −− +

−    + 
 − +  



 
 − + − − − −

    −    
 
 

 



 

 

(45) 

Соответствующие им окончательные решения краевых 
задач в области оригиналов будут иметь следующий вид: 

- пластина: 
 

           

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1
2

1
, exp0 0

42

0 0

1
2

2 2exp exp 0
4

0

2
exp 2 ;

2

x
x Fo d

FoFo

x
d Bi Bi Fo

Fo

x
Bi x erfc Bi Fo d

Fo


  
  =   − +   
    



  −   −  −   
    

 − 
  − +     

 

 



 
(46) 
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Рис. 1. Изменение безразмерной температуры поверхности 

пластины в зависимости от значений чисел Био и Фурье 
при Bi: 1) 20; 2) 10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 

Fig. 1. Change of the dimensionless temperatures of the surface of 
a plate depending on the values of the Biot and Fourier numbers 

at Bi: 1) 20; 2) 10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 

- цилиндр: 
           

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1
2 21 21 2, exp exp0

4 42

0

1
1 222 exp 2 ;0

2

0

r r
r Fo d

Fo FoFor

rBi
Bi r Bi Fo erfc Bi Fo d

r Fo

    −  − −     =    − + − − 
         

− −  −    − − + +      





 

(47) 

 
Рис. 2. Изменение безразмерной температуры поверхности 

цилиндра при Bi: 1) 20; 2) 10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 
Fig. 2. Change of dimensionless temperature of the surface of a 

cylinder at Bi: 1) 20; 2) 10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 

- сфера: 
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    




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





 

(48) 

 

 
Рис. 3. Изменение безразмерных температур поверхности 
сферы в зависимости от чисел Био и Фурье при Bi: 1) 20; 2) 

10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 
Fig. 3. Change of dimensionless temperatures of the surface of a 
sphere depending on the Biot and Fourier numbers at Bi: 1) 20; 

2) 10; 3) 5; 4) 2; 5) 1; 6) 0,5; 7) 0,1 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ   

Как уже отмечалось выше, решения задач теплопроводно-
сти и диффузии для тел, в том числе канонической формы, 
получают в форме рядов Фурье [2,3,5,6,8-10], что харак-
терно для условий с неравномерным начальным распределе-
нием потенциалов переноса теплоты и массы вещества, но 
решений для малых значений чисел Фурье в источниках не 
приводится. Вместе с тем, чем меньше время процесса, тем 
меньше числовые значения критериев Фурье и тем самым 
больше членов бесконечного ряда, что влечет за собой нарас-
тание ошибки при вычислении. 

В работе приведены решения для тел канонической формы 
- пластины, цилиндра и сферы, также представлены номо-
граммы безразмерной температуры поверхности тела в за-
висимости от значений чисел Био и Фурье при конкретных 
значениях числа Bi. 

Номограммы позволяют с помощью простых геометриче-
ских операций (например, прикладывания линейки) исследо-
вать функциональные зависимости температуры на по-
верхности тел канонической формы в зависимости от зна-
чений чисел Био и Фурье без громоздких вычислений при ма-
лых значениях числа Фурье, что способствует исключению 
ошибок при реализации методов расчета с использованием 
«зонального» метода [5] и метода «микропроцессов» [4].  
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