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Представлена модель, реализация которой обеспечивает прогнозирование динамики роста 
газовых сферических полостей (пузырьков или пор) в процессе синтеза пеностекла. Она 
формализует взаимосвязь между физико-химическими свойствами стекольного расплава, 
экзогенными параметрами технологического процесса, эндогенными факторами сырьевой смеси 
и их воздействием на кинетику роста пузырьков. Ядром математической модели является 
конечно-разностная схема, реализующая численное интегрирование системы уравнений в 
частных производных, описывающих эволюцию системы «пузырек – расплав» во времени и 
пространстве. Разработанная имитационная модель функционирует как эффективный 
инструмент, позволяющий осуществлять вычислительные эксперименты и находить 
оптимальные пути совершенствования процесса вспенивания указанного строительного 
материала. 
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The paper presents a model whose implementation enables the prediction of the growth dynamics of spherical 
gas cavities (pores/bubbles) during the foamed glass synthesis process. The model formalizes the 
interrelationship between the physicochemical properties of the glass melt, exogenous parameters of the 
technological process, endogenous factors of the raw material mixture, and their combined impact on bubble 
growth kinetics. The core of the mathematical model is a finite-difference scheme that performs numerical 
integration of a system of partial differential equations describing the spatiotemporal evolution of the 
“bubble-melt” system. The developed simulation model serves as an effective tool for conducting 
computational experiments and identifying optimal pathways for improving the foaming process of this 
construction material. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Стекольная промышленность функционирует как критически важная подсистема в 
глобальном промышленном комплексе, производит дифференцированную номенклатуру 
продукции, значимость которой охватывает широкий спектр смежных отраслевых систем. 
Ассортимент включает как низкотехнологичные сегменты — изделия, основанные на базовых 
эксплуатационно-технических свойствах стекла как аморфного конструкционного материала 
(например, стеклянная тара и декоративные элементы), так и высокотехнологичные 
сегменты, где изделия эксплуатируются благодаря управлению сложными физическими 
явлениями в стекле – распространением электромагнитных волн, фотонными эффектами, 
высокоточными оптическими характеристиками, что находит применение в 
волоконно-оптических световодах, оптоэлектронных компонентах и устройствах. 

Физико-химические процессы, протекающие в ходе выплавки стекольного расплава, 
обладают высокой степенью нелинейности и взаимосвязанности, при этом процессы 
тепломассопереноса являются критически значимыми для динамики системы [1-3]. 
Параметризация модели требует учета не только физических условий (температурный режим, 
гранулометрический состав шихты), но и химико-термодинамических свойств материала. 
Химический потенциал кислорода (степень окисленности системы) и концентрации 
поливалентных ионов детерминируют кинетику газовыделения внутри пузырьков, что, в свою 
очередь, контролирует их рост. 

Для анализа влияния множества независимых переменных (вязкость расплава; 
поверхностная энергия на границе раздела фаз; ионный состав расплава; экзогенные 
параметры процесса – начальный радиус зародышей пузырьков, градиент температуры во 
времени) на время роста пузырьков в пеностекле необходимо использовать универсальную 
детерминированную вычислительную модель. 

В работе представлена модель для количественной оценки временной динамики 
пузырьков в пеностекле как функции от физических, химических и технологических 
переменных. Она служит универсальным вычислительным инструментом для оптимизации 
режимных параметров процесса вспенивания в системе производства пеностекла. 

В рамках разрабатываемой модели пенообразования базовой вычислительной схемой 
служит подход, предложенный Арефманешем и Адвани [4]. Основанием является структурное 
допущение редуцированной геометрии: рассматривается изолированная сферическая 
полость (пузырек) с заданным начальным радиусом, обособленная конечным объемом 
стекольного расплава. Данное граничное условие представляет существенное упрощение 
реальной трехмерной системы, позволяя редуцировать пространственную размерность задачи 
до одномерной постановки в сферических координатах. 

Ключевым аспектом моделирования динамики роста пузырьков является учет обратного 
влияния расширяющейся газовой фазы на процессы переноса в окружающей стеклянной 
матрице, а именно эволюция профилей концентрации диффундирующих компонентов 
(поливалентных ионов) в ограниченной стеклянной оболочке [5, 6]. При сферической 
симметрии системы и условии сохранения массы стекольного расплава (принятие 
постоянного объема матрицы) радиальное расширение пузырька детерминирует уменьшение 
толщины стеклянной оболочки. Рассмотренное прогрессирующее сжатие оболочки вызывает 
адиабатическое уменьшение профилей концентрации диффундирующих веществ, что 
существенно увеличивает локальные градиенты концентрации и, как следствие, молярную 
плотность потока этих компонентов согласно закону Фика [5, 6]. 
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Динамика изолированной сферической газовой полости (пузырька) в условиях 
диффузионно-ограниченного роста или сжатия в бесконечной изотропной жидкой среде 
представляет собой классический исследовательский подход в физико-химической 
гидродинамике. Асимптотические аналитические решения для описания переходного 
изменения радиуса поры были подтверждены в ряде исследований. Так, Эпштейн и Плесет [7] 
разработали модель, учитывающую капиллярные силы (поверхностное натяжение), но 
пренебрегавшую эффектом подвижной границы раздела фаз, что исключало конвективный 
перенос из уравнения диффузии (квазистационарное приближение). Риди и Купер [8] 
сформулировали систему связанных нестационарных дифференциальных уравнений для 
растворения и роста сферических включений в бесконечной сплошной среде, учитывающую 
движение жидкой фазы. Однако эта методология игнорировала производную по времени в 
уравнении нестационарного массопереноса, заменяя ее аппроксимированным решением. 
Погрешность данного упрощения, приводящая к существенным отклонениям в 
прогнозировании кинетики пузырьков, была количественно оценена Кейблом и Эвансом [9], а 
также Дудой и Врентасом [10], выполнившими прямую численную верификацию уравнений [8]. 
Аналитические аппроксимации для временной зависимости радиуса также представлены 
Субраманьяном [11] с соавторами и Вайнбергом [12], с последующим сравнением с 
конечно-разностной схемой. Детальный анализ роли капиллярных сил провел Вайнберг [13], 
установивший замедляющее влияние поверхностного натяжения на скорость роста пузыря. 
Комплексное численное исследование диссипативных эффектов (вязкости), капиллярности, 
конвективного переноса и инерции в бесконечной среде провел Секели [14], выявивший 
доминирующую роль вязкости и незначительное влияние капиллярности вне начальной 
стадии процесса. 

Асимптотические решения для частных случаев роста в бесконечной среде 
демонстрируют удовлетворительную сходимость с результатами конечно-разностных схем, 
принимаемых за эталонные. Однако в контексте технологической системы производства 
пеностекла начальные условия вспенивания (нанометровые пузырьки, низкотемпературный 
режим, высокая реология расплава) определяют необходимость одновременного учета 
капиллярных и вязкостных эффектов в разрабатываемой модели. Корректная параметризация 
эффекта подвижной границы фаз («движущаяся сфера»), капиллярности и диссипации требует 
применения численных методов решения системы уравнений роста, интегрированной с 
массопереносом в стекольном расплаве, с целью получения точного решения. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Основные уравнения для модели роста пузырьков в стекольном расплаве 
 
Математическая параметризация модели представлена в виде связанной системы 

дифференциальных уравнений. В ее вычислительном ядре содержится уравнение в частных 
производных параболического типа, описывающее поведение каждого диффундирующего 
компонента системы — поливалентных ионов и молекулярного (физически растворенного) 
кислорода. Это уравнение дополняется начальными условиями Коши и граничными 
условиями Дирихле или Неймана, что соответствует физике массопереноса. 

Кроме того, модель включает три нелинейные обыкновенные дифференциальные 
уравнения, описывающие молярный поток кислорода через границу «стекло–газ», 
учитывающий как химически связанный кислород (в оксидах), так и физически растворенный, 
что отражает термодинамические и физические процессы, кинетику радиального роста 



S.V. Fedosov, M.O. Bakanov, I.A. Kuznetsov  

2025. Volume 6, issue 3. P. 19-37 

УМНЫЕ КОМПОЗИТЫ В СТРОИТЕЛЬСТВЕ  
SMART COMPOSITE IN CONSTRUCTION 

 

25 

пузырька, а также экзогенный температурный режим, представляющий собой скорость 
нагрева, выступающую в роли управляющего параметра системы. 

Концептуальная схема моделируемой физической системы (сферический пузырек в 
конечной оболочке стекольного расплава) представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема роста сферического пузырька в конечной оболочке стекольного расплава  

(c – концентрация, R1 – внутренний радиус, R2 – внешний радиус, t – время) 
Fig. 1. Scheme of growth of a spherical bubble in the final shell of a glass melt  

(c is the concentration, R1 is the inner radius, R2 is the outer radius, t is the time) 

Математическая формализация модели реализована в сферической системе координат с 
началом в центре масс пузырька. Основные допущения для математической модели: 

1. Расплав стекла вокруг пузырька несжимаем, его плотность не меняется со временем и 

однородна во всех точках рассматриваемой расчетной области ( 𝜕𝜕𝜕𝜕
 𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 и 𝛻𝛻𝛻𝛻 = 0); 

2. Стекло ведет себя как ньютоновская жидкость, то есть его вязкость зависит только от 
состояния среды (температура, давление и химический состав) и не зависит от скорости 
деформации или скорости вытеснения; 

3. Пузырек имеет строгую сферическую симметрию системы: аннулирование тангенциальных 

компонент скорости (𝑣𝑣0 = 𝑣𝑣𝜙𝜙 = 0) и угловых производных ( 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

== 0) приводит задачу к 

одномерной радиальной постановке; 
4. В модели рассматривается только один изолированный пузырек, окруженный 

сферической стеклянной оболочкой; 
5. На внешней границе стеклянной оболочки при радиусе r = R2 установлено граничное 

условие непроницаемости для газовых компонентов, выраженное в виде нулевой нормальной 

производной концентрации ( 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅2

= 0) (условие Неймана). Это условие обосновано 

гипотезой симметрии соседних ячеек пены и отражает отсутствие молекулярного потока 
через границу, что соответствует специфике массопереноса; 

6. В газовой фазе пузырька предполагается состояние термодинамического равновесия, 
при котором парциальные давления компонентов C, CO и CO2 подчиняются закону 
действующих масс. Активность углерода принимается равной единице (aC = 1) на основании 
предположения о его избытке; 

7. Гравитацией пренебрегают; 
8. Диффузия газообразования (CO и CO2) в стеклянной матрице не учитывается из-за ее 

крайне низкой растворимости в стекле. Например, растворимость CO2 при 1173 К составляет 
7.92·10-5 моль·м-3·Па-1, что значительно ниже (в 103–105 раз) химической растворимости 
кислорода. Представленное существенное различие растворимости оправдывает 
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пренебрежение молярными потоками CO и CO2 по закону Фика, поскольку их вклад в 
массоперенос через стеклянную матрицу является незначительным. 

Пеностекло получают путем нагрева, например, углеродсодержащей сырьевой смеси до 
определенного температурного интервала, в котором происходит основное вспенивание. 
Вследствие этого систему рассматривают как неизотермическую. Однако для упрощения 
вычислительной модели принимается, что температура остается постоянной на каждом 
малом временном шаге, то есть в области пузырька и стеклянной оболочки отсутствует 
температурный градиент. Температурный режим определяется скоростью нагрева печи, в 
которой происходит вспенивание сырьевой смеси. В модели учитывается, что ключевые 
физико-химические свойства материала (вязкость, поверхностное натяжение, константы 
равновесия химических реакций и коэффициенты диффузии) зависят от температуры. При 
этом предполагается, что коэффициенты диффузии не зависят от концентрации 
поливалентных ионов в стеклянной оболочке и пространственного положения. 

Согласно классическому уравнению неразрывности [15], 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −(𝛻𝛻 ⋅ 𝜌𝜌𝜌𝜌), (1) 

где ρ – плотность жидкости;  
t – время;  
v – вектор среднемассовой скорости.  
Для несжимаемой жидкости (ρ = const) уравнение упрощается: 

(𝛻𝛻 ⋅ 𝑣𝑣) = 0 (2) 

При сферической симметрии (отсутствие угловой зависимости) и постоянной плотности 
стекла получаем: 

(𝛻𝛻 ⋅ 𝑣𝑣) =
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑟𝑟2𝑣𝑣𝑟𝑟) = 0, (3) 

где r – радиальная координата,  
vr – радиальная компонента скорости. 
Интегрируя (3) по радиусу от внутреннего радиуса пузырька 𝑅𝑅1 до внешнего радиуса 

оболочки 𝑅𝑅2, имеем: 

𝑟𝑟2𝑣𝑣𝑟𝑟 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑅𝑅12𝑣𝑣𝑅𝑅1  ⇒ 𝑣𝑣𝑟𝑟 =
𝑅𝑅12

𝑟𝑟2
𝑣𝑣𝑅𝑅1 , (4) 

где 𝑣𝑣𝑅𝑅1 – скорость роста радиуса пузырька R1; 𝑣𝑣𝑅𝑅1 = 𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

. 

С учетом ньютоновского поведения жидкости и пренебрежения гравитацией, уравнение 
импульса в сферической системе имеет вид [15]: 

𝜌𝜌 �
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

� = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑟𝑟2𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟) +
𝜏𝜏𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝜏𝜏𝜙𝜙𝜙𝜙

𝑟𝑟
, (5) 

где 𝑝𝑝 — давление;  
𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖 — компоненты тензора вязких напряжений. 
Для ньютоновской жидкости компоненты тензора напряжений выражаются через 

градиенты скорости: 

𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟 = −2𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

, (6) 
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𝜏𝜏𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜏𝜏𝜙𝜙𝜙𝜙 = −2𝜇𝜇
𝑣𝑣𝑟𝑟
𝑟𝑟

, (7) 

где 𝜇𝜇 — динамическая вязкость. 
Подставляя (6) и (7) в (5), получаем: 

𝜌𝜌 �
𝜕𝜕𝜐𝜐𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜐𝜐𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜐𝜐𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

� = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝜇𝜇 �
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑟𝑟2

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

� −
2𝜐𝜐𝑟𝑟
𝑟𝑟2
�. (8) 

В условиях вспенивания стекольного расплава динамическая вязкость 𝜇𝜇 находится в 
диапазоне 1010÷104 Па·с (температуры 873–1173 К), а число Рейнольдса (Re) крайне мало (<10−9). 
Это позволяет пренебречь инерционными членами слева в уравнении (8): 

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝜇𝜇 �
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑟𝑟2

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

� −
2𝜐𝜐𝑟𝑟
𝑟𝑟2
� = 0. (9) 

Интегрирование уравнения (9) в пределах от 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅1 до 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2 совместно с выражением для 
скорости (4) дает баланс давлений на границах стеклянной оболочки: 

𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅1) − 𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅2) = 0, (10) 

где 𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅1) и 𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅2) – давления жидкости на внутреннем и внешнем радиусах соответственно; 
при этом радиусы 𝑅𝑅1 и 𝑅𝑅2 зависят от времени. 

Для учета влияния поверхностного натяжения на рост пузырька вводится 
дополнительный член в баланс сил на внутренней границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅1. Иллюстрация зависимости 
роста поры от относительного радиуса во времени представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Схема роста пузырьков во времени 

Fig. 2. Bubble growth pattern over time 

Для определения различных давлений, действующих в стеклофазе при r = R1 и r = R2,  
а также влияния поверхностного натяжения при r = R1 на рост пузырька выводится баланс сил. 
При отсутствии внешних сил, воздействующих на жидкость, баланс сил может быть получен в 
соответствии с рис. 3. 
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Рис. 3. Баланс сил над пузырьковой оболочкой (стрелки указывают направление силы) 

Fig. 3. The balance of forces above the bubble shell (arrows indicate the direction of force) 

 
Граничные условия и баланс сил на границах пузырька 

 
Как указано ранее (допущение 5), внешняя граница при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2 не является реальной 

границей раздела, а соответствует границе стеклянной оболочки соседнего пузырька. 
Рассматривается единичный пузырек с его оболочкой, поэтому эталонным считается 
давление, приложенное ко всей системе (пузырь + стеклянная оболочка). Из-за симметрии 
структуры ячеек пены давление 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  на границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2 соответствует давлению окружающего 
газа в процессе пенообразования. 

Баланс сил на внутренней и внешней границах оболочки записывается следующим 
образом: 

• На внутренней границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅1: 

𝑝𝑝𝑏𝑏 + 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑔𝑔(𝑅𝑅1) = 𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅1) + 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙(𝑅𝑅1) +
2𝜎𝜎
𝑅𝑅1

. (11) 

• На внешней границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2: 

𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑝𝑝𝑙𝑙(𝑅𝑅2) + 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙(𝑅𝑅2), (12) 

где 𝑝𝑝𝑏𝑏  – давление газа внутри пузырька; 
𝜎𝜎 – поверхностное натяжение, зависящее от температуры;  
𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑔𝑔 и 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙 – радиальные компоненты тензора вязких напряжений в газовой и жидкой фазах 

соответственно. 
Поскольку вязкие напряжения в газовой фазе малы по сравнению с жидкой фазой, 

величиной 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑔𝑔 можно пренебречь. Для ньютоновской жидкости (допущение 2) компоненты 
𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙 на границах связаны со скоростями роста радиусов: 

𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙(𝑅𝑅1) =
4𝜇𝜇
𝑅𝑅1

𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

, 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑙𝑙(𝑅𝑅2) =
4𝜇𝜇
𝑅𝑅2

𝑑𝑑𝑅𝑅2
𝑑𝑑𝑑𝑑

. (13) 

Из уравнений баланса сил и давления следует уравнение роста пузырька: 

𝑝𝑝𝑏𝑏 − 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 −
2𝜎𝜎
𝑅𝑅1

− 4𝜇𝜇 �
1
𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

−
1
𝑅𝑅2
𝑑𝑑𝑅𝑅2
𝑑𝑑𝑑𝑑

� = 0. (14) 
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Связь радиусов оболочки и несжимаемости 
 
Объем стеклянной оболочки 𝑉𝑉𝑙𝑙 считается постоянным (допущение 1): 

𝑉𝑉𝑙𝑙 =
4
3
𝜋𝜋(𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. (15) 

Отсюда внешний радиус выражается через внутренний: 

𝑅𝑅2 = �
3𝑉𝑉𝑙𝑙
4𝜋𝜋

+ 𝑅𝑅13�
1
3

. (16) 

Дифференцируя по времени, получаем скорость изменения 𝑅𝑅2 через 𝑅𝑅1: 

𝑑𝑑𝑅𝑅2
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑅𝑅12

�3𝑉𝑉𝑙𝑙
4𝜋𝜋 + 𝑅𝑅13�

2
3

𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

. 
(17) 

Объединяя (16), (18) и (19), формируем уравнение роста пузырька: 

𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
�3𝑉𝑉𝑙𝑙

4𝜋𝜋 + 𝑅𝑅13�
2
3

4𝜇𝜇 3𝑉𝑉𝑙𝑙
4𝜋𝜋

(𝛥𝛥𝛥𝛥𝑅𝑅1 − 2𝜎𝜎), (18) 

где ∆𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑏𝑏 − 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  – избыточное давление внутри пузырька. 
 

Массоперенос в стеклянной оболочке 
 
Для описания массопереноса химических компонентов 𝑖𝑖 в стеклянной оболочке 

используется уравнение диффузии с учетом конвекции и химических реакций: 

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑣𝑣𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐷𝐷𝑖𝑖
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑟𝑟2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
� + 𝜓𝜓𝑖𝑖 , (19) 

где 𝑐𝑐𝑖𝑖 – концентрация компонента 𝑖𝑖; 
𝐷𝐷𝑖𝑖  – коэффициент взаимной диффузии, зависящий от температуры, но не от 

концентрации и положения;  
𝑣𝑣𝑟𝑟  – радиальная скорость расширения оболочки;  
𝜓𝜓𝑖𝑖  – источник или сток, обусловленный реакциями восстановления –окисления. 

 
Начальные и граничные условия 

 
• Начальные условия при 𝑡𝑡 = 0: 

𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝑐𝑐𝑖𝑖,0,𝑅𝑅1(0) = 𝑅𝑅1,0,𝑅𝑅2(0) = 𝑅𝑅2,0,
𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

(0) = 0,𝜓𝜓𝑖𝑖 = 0. (20) 

• Граничные условия: 
На внутренней границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅1 поток компонента 𝑖𝑖 связан с массопереносом кислорода к 

газовой фазе: 

𝐷𝐷𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅1

= 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑜𝑜𝑜𝑜 , (21) 

где 𝑘𝑘𝑖𝑖 — коэффициент массопереноса кислорода, а индекс 𝑜𝑜𝑜𝑜 обозначает окисленную форму 
поливалентного иона или физически растворенный кислород. 
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На внешней границе 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2 отсутствует обмен массой: 

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅2

= 0. (22) 

В модели предполагается, что коэффициент 𝑘𝑘𝑖𝑖 достаточно велик, что отражает 
мгновенное потребление кислорода на границе раздела. 

 
Давление внутри пузырька и химическое равновесие 

 
Газ внутри пузырька образуется в результате окисления углерода до CO и CO2. Общее 

давление газа в пузырьке при изотермических условиях определяется уравнением состояния 
идеального газа: 

𝑝𝑝𝑏𝑏,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 =
 �𝑛𝑛𝐶𝐶𝑂𝑂2+𝑛𝑛𝐶𝐶𝐶𝐶+𝑛𝑛𝑏𝑏,0�𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇

𝑉𝑉𝑏𝑏
, (23) 

где 𝑛𝑛𝑏𝑏,0 – начальное количество газов без CO и CO2;  
𝑉𝑉𝑏𝑏 – объем пузырька;  
𝑅𝑅𝑔𝑔 — универсальная газовая постоянная;  
𝑇𝑇 – температура. 
Начальное количество газов рассчитываем по формуле: 

𝑛𝑛𝑏𝑏,0 =
𝑝𝑝𝑏𝑏,0

4
3𝜋𝜋𝑅𝑅1,0

3

𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇0
, (24) 

где 𝑝𝑝𝑏𝑏,0 — начальное давление, определяемое из уравнения баланса сил при отсутствии роста 
пузырька: 

𝑝𝑝𝑏𝑏,0 = 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 +
2𝜎𝜎
𝑅𝑅1
�
𝑡𝑡=0

. (25) 

Константа равновесия реакции восстановления – окисления внутри пузырька задается 
через парциальные активности компонентов: 

𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏(𝑇𝑇) =
𝑎𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶2

𝑎𝑎𝐶𝐶𝑂𝑂2𝑎𝑎𝐶𝐶
. (26) 

Для идеальных газов активности связаны с парциальными давлениями, при этом 
активность углерода принимается равной единице (𝑎𝑎𝐶𝐶 = 1). 

Молярный баланс кислорода между CO и CO2 выражается: 

𝑛𝑛𝑂𝑂2
′ = 𝑛𝑛𝐶𝐶𝑂𝑂2 +

1
2
𝑛𝑛𝐶𝐶𝐶𝐶 . (27) 

Решение системы приводит к квадратному уравнению для количества молей CO: 

𝑛𝑛𝐶𝐶𝐶𝐶2 +
𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏
′ 𝑉𝑉𝑏𝑏

2𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇
𝑛𝑛𝐶𝐶𝐶𝐶 −

𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏
′ 𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇

𝑛𝑛𝑂𝑂2
′ = 0. (28) 

Получаем: 

𝑛𝑛𝐶𝐶𝐶𝐶 = −
𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏
′ 𝑉𝑉𝑏𝑏

4𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇
+ ��

𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏
′ 𝑉𝑉𝑏𝑏

4𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇
�
2

+
𝐾𝐾𝑝𝑝,𝑏𝑏
′ 𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑅𝑅𝑔𝑔𝑇𝑇

𝑛𝑛𝑂𝑂2
′ . (28) 
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Количество 𝑛𝑛𝐶𝐶𝑂𝑂2  определяем из уравнения (27). 
На каждом временном шаге давление в пузырьке вычисляем по формуле (23) с учетом 

текущего радиуса 𝑅𝑅1.  

 
Рис. 4. Профиль концентрации кислорода 

Fig. 4. Oxygen concentration profile 

𝑅𝑅1 рассчитываем из уравнения роста (18) (см. рис. 4). 
 

Скорость нагрева 
 
В процессе моделирования температура в системе считается пространственно 

однородной на каждом временном шаге, то есть в области стеклянной оболочки и внутри 
пузырька отсутствуют температурные градиенты. Режим задается как функция времени с 
постоянной скоростью нагрева. 

Температура 𝑇𝑇(𝑡𝑡) описывается следующим образом: 

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = �
𝑇𝑇0 + ℎ𝑡𝑡, 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 , 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

 , (30) 

где T0 – начальная температура, при которой начинается процедура расчета;  
tfoam – время, когда достигается конечная температура вспенивания. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Описание диффузии физически растворенного кислорода и поливалентных  
ионов в стекольном расплаве с учетом локального термодинамического равновесия 
окислительно-восстановительных реакций и движения жидкой сферы не поддается 
аналитическому решению. Даже при упрощенной сферической геометрии уравнение 
диффузии остается сложным.  

При постоянном объеме стеклянной оболочки 𝑉𝑉𝑙𝑙 (допущение 1) уравнение массопереноса 
(21) для компонента 𝑖𝑖 можно упростить.  

Поскольку растущий пузырек сжимает диффузионную область (R2 − R1), которая 
уменьшается с каждым временным шагом, радиусы R1(t) и R2(t) изменяются во времени. Это 
усложняет построение вычислительной сетки, требующей обновления на каждом шаге. 
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Для решения этой задачи применяется преобразование координат по Лагранжу, широко 
используемое в аэродинамике. Оно позволяет перейти от неподвижной системы координат 𝑟𝑟 
к движущейся системе с новой пространственной переменной 𝜉𝜉, связанной с текущими 
радиусами оболочки, и безразмерному времени 𝛩𝛩. Это устраняет конвективный член из 
уравнения диффузии и упрощает численное решение. 

 
Основные уравнения модели 

 
• Уравнение роста пузырька: 

𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
�3𝑉𝑉𝑙𝑙

4𝜋𝜋 + 𝑅𝑅13�
2
3

4𝜇𝜇 3𝑉𝑉𝑙𝑙
4𝜋𝜋

(𝛥𝛥𝛥𝛥𝑅𝑅1 − 2𝜎𝜎). (31) 

• Уравнение диффузии с конвекцией и химической реакцией: 

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐷𝐷𝑖𝑖
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑟𝑟2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
� −

𝑅𝑅12

𝑟𝑟2
𝑑𝑑𝑅𝑅1
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜓𝜓𝑖𝑖 . (32) 

• Уравнение скорости нагрева: 

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = �
𝑇𝑇0 + ℎ𝑡𝑡, 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 , 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

. (33) 

 
Преобразование координат по Лагранжу 

 
Определяется безразмерная пространственная переменная 𝜉𝜉, связывающая радиус 𝑟𝑟 с 

текущими границами диффузионной области: 

𝜉𝜉 =
𝑟𝑟3 − 𝑅𝑅13

(𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13)𝑅𝑅1 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅2. (34) 

Объем стеклянной оболочки постоянен: 

𝑉𝑉𝑙𝑙 =
4
3
𝜋𝜋(𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. (35) 

Введена константа: 

𝛽𝛽 = (𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. (36) 

Для упрощения и обобщения модели вводятся безразмерные переменные и группы: 
• Безразмерное время: 

𝜃𝜃 =
𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ⋅ 𝑡𝑡

𝛽𝛽
2
3

, (37) 

где 𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 — эталонный коэффициент диффузии (например, для 𝐹𝐹𝐹𝐹3+ при 𝑡𝑡 = 0). 
• Безразмерная температура: 

𝑇𝑇∗ =
ℎ𝑡𝑡 + 𝑇𝑇0
𝑇𝑇0

. (38) 
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• Безразмерный радиус пузырька: 

𝜍𝜍 =
𝑅𝑅1

𝛽𝛽
1
3

. (39) 

• Безразмерные параметры, включающие вязкость и поверхностное натяжение: 

𝜂𝜂 =
𝛥𝛥𝛥𝛥𝛽𝛽

2
3

𝜇𝜇0𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
. (40) 

𝜑𝜑 =
𝜎𝜎𝛽𝛽

1
3

𝜇𝜇0𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
, (41) 

где 𝜇𝜇0 и 𝜎𝜎0 — значения вязкости и поверхностного натяжения при 𝑡𝑡 = 0. 
В безразмерной форме уравнение (20) преобразуется к виду: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
(1 + 𝜍𝜍3)
4𝑧𝑧(𝑇𝑇∗) �𝜂𝜂𝜂𝜂 − 2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑇𝑇∗)�, (42) 

где функции 𝑧𝑧(𝑇𝑇∗) и 𝑓𝑓(𝑇𝑇∗) описывают температурную зависимость вязкости и поверхностного 
натяжения соответственно. 

Массовый баланс кислорода на внутренней границе оболочки выражается через 
концентрации и диффузионные потоки: 

𝜕𝜕𝑛𝑛∗

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

9𝜍𝜍4

𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
�𝜔𝜔𝑖𝑖,𝑜𝑜𝑜𝑜𝐷𝐷𝑖𝑖,𝑜𝑜𝑜𝑜𝑧𝑧(𝑇𝑇∗)−𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑜𝑜𝑜𝑜

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑜𝑜𝑜𝑜
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑖𝑖

�
𝜉𝜉=0

, (43) 

где индексы обозначают различные окисленные формы и компоненты. 
Уравнение скорости нагрева в безразмерной форме: 

𝜕𝜕𝑇𝑇∗

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

ℎ𝛽𝛽
2
3

𝑇𝑇0𝐷𝐷𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
. (44) 

При изотермических условиях и пренебрежении ростом пузырька уравнение диффузии 
сводится к классической задаче диффузии в сферических координатах. При больших радиусах 
и тонкой оболочке задача приближается к диффузии в плоской пластине, для которой 
известны следующие аналитические решения: 

• Для малых времен (число Фурье 𝐹𝐹𝐹𝐹 ≪ 0.1) концентрация описывается функцией 
ошибок: 

𝑐𝑐
𝑐𝑐0

= 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �
𝑥𝑥

2√𝐷𝐷𝐷𝐷
�. (45) 

• Для больших времен: 

𝑐𝑐
𝑐𝑐0

= 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝑑𝑑2

� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �
𝜋𝜋𝜋𝜋
2𝑑𝑑
� , (46) 

где 𝑑𝑑 – толщина оболочки, 𝑥𝑥 – пространственная координата. 
Графические результаты представлены на рис. 5-8. 
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Рис. 5. Рост поры в пеностекле 

Fig. 5. The growth of pores in foam glass 

 
Рис. 6. Сравнение режимов диффузии для массопереноса частиц i в стекле 

Fig. 6. Comparison of diffusion modes for mass transfer of I particles in glass 

 
Рис. 7. Зависимость давления внутри поры во времени 

Fig. 7. The dependence of pressure inside the pore over time 

 
Рис. 8. График зависимости вязкости от температуры 

Fig. 8. Graph of viscosity versus temperature 

, 
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Отмечаем, что данная модель базируется на методологии, формализующей следующие 
процессы: 

– диффузионный массоперенос в стеклянной матрице; 
– влияние окислительно-восстановительных равновесий поливалентных ионов и 

физически растворенного кислорода на транспортные процессы и эволюцию 
концентрационных профилей. 

Параметризация модели требует задания входных параметров: 
– ионный состав стекла (концентрации поливалентных ионов и кислорода); 
– начальный радиус зародышей пузырьков; 
– начальная толщина стеклянной оболочки. 
Скорость радиального роста пузырька (кинетика) определяется следующими 

параметрами: 
– суммарная концентрация поливалентных ионов; 
– степень окисленности системы; 
– динамическая вязкость стекольного расплава; 
– поверхностное натяжение на границе фаз, оказывающее максимальное влияние на 

начальной стадии при радиусе пузырька около 0.1 мм. 
Верификация модели показала адекватность прогноза на ранних стадиях роста, однако 

выявила систематическое завышение итоговой высоты пористой структуры. Возможные 
системные причины расхождения включают: 

– потери реакционноспособных газов через открытую пористую структуру до и во время 
спекания, что приводит к преждевременной инициации реакций и дефициту восстановителя 
после герметизации пор; 

– критическая роль морфологии порообразователя: гранулометрический состав, тип 
восстановителя, распределение в дисперсной фазе (0.2-0.6 мас%); неоднородность 
распределения, вызывающая вариабельность газогенерации. 

Оптимизация вязкотермического технологического окна обработки выявила следующие 
особенности: 

– при низких температурах спекания наблюдается неполная консолидация пор, что 
приводит к нарушению граничных условий; 

– при высоких температурах спекания и вспенивания возникают неконтролируемая 
нуклеация и неоднородность оболочек, что приводит к преждевременному коллапсу пор; 
критическое снижение вязкости расплава способствует развитию неустойчивости  
Рэлея – Плато и разрушению внешнего слоя с потерями газа. 

В общем и целом разработанная имитационная модель функционирует как инструмент, 
позволяющий находить наиболее подходящие пути совершенствования процесса вспенивания 
исследуемого строительного материала. 

ВЫВОДЫ 

Представлена детерминированная модель, описывающая кинетику роста изолированных 
газовых пор в дисперсной системе (спеченный стеклянный порошок с газообразователем 
низкой концентрации). Динамика единичных пузырьков находится в корреляции с 
макроскопическим расширением пористой структуры. 

Анализ ключевых параметров – начального радиуса пузырьков, зависимого от 
гранулометрического состава порошка, и градиента нагрева – подтвердил их существенное 
влияние на кинетику роста пузырьков. Выбор дисперсности частиц, которая оказывает 
влияние на морфологию зародышей (плотность, толщина оболочки), является критическим 
фактором оптимизации процесса получения пеностекла. 
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